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Resumen

En los ultimos afios se han planteado modelos matemadticos que han permitido
incursionar de manera mas formal a temas biologicos y estudiar a profundidad
temas complejos como lo es la enfermedad del Cancer, en donde los cientificos
han sumado esfuerzos usando la Matematica como fortaleza en la investigacion.
De acuerdo a estudios preliminares la resistencia que presentan las células can-
cerosas al efecto de la quimioterapia se ha podido modelar con una Ecuacion
Diferencial de Primer Orden con PVI y su simulacion se lo ha contrastado con
resultados obtenidos a través de datos experimentales.

La herramienta computacional GEOGEBRA permite desarrollar un anélisis pre-
liminar a modelos matematicos basados en Ecuaciones Diferenciales que se pue-
de contrastar con resultados analiticos, experimentales y también los obtenidos
en otras herramientas computacionales como el MATLAB. En GEOGEBRA se
muestran las soluciones particulares al modelo matematico de la proliferacion de
células resistentes a la quimioterapia, asi como también confirma la eficacia del
modelo mediante el campo direccional que arroja la ecuacion y los resultados de
prediccion que presentan una tendencia a estabilizar la proliferacion a un nivel
de saturacion y a un tiempo de duplicacion de células pre establecido mediante
parametrizacion en el programa computacional.

Palabras clave: Células resistentes, proliferacion de células, campo direc-
cional, Ecuacion Diferencial de Primer Orden.
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Abstract

In recent years, mathematical models have been proposed that have allowed
a more formal approach to biological issues and an in-depth study of com-
plex issues such as cancer, where scientists have joined forces using Ma-
thematics as a strength in research. According to preliminary studies,
the resistance of cancer cells to the effect of chemotherapy has been mo-
deled with a first-order Differential Equation with PVI and its simula-
tion has been contrasted with results obtained through experimental data.
The GEOGEBRA computational tool  allows developing a prelimi-
nary analysis of mathematical models based on Differential Equa-
tions that can be contrasted with analytical and experimental results
and also those obtained in other computational tools such as MATLAB.
In GEOGEBRA the particular solutions to the mathematical mo-
del of the proliferation of cells resistant to chemotherapy are shown, as
well as confirming the effectiveness of the through the directional field
that the equation yields and the prediction results that present a tenden-
cy to stabilize the proliferation at a saturation level and a pre-establi-
shed cell doubling time through parameterization in the computer program

Keywords: Resistant cells, cell proliferation, directional field, first order di-
fferential equation.
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1. INTRODUCCION

El modelamiento matematico ha ayu-
dado a simular fendémenos de tipo
bioldgico con buena aproximacion y
como resultado de la simulacién, la
prediccion de resultados. Las Ecuacio-
nes Diferenciales Ordinarias de Primer
Orden se adaptan a problemas de tipo
bioldgico como el crecimiento bacte-
riano, desarrollo de biomasa y estudio
de la persistencia y resistencia de bac-
terias [1]. Los modelos matematicos
de crecimiento poblacional y logistico
funcionan como buenas aproximacio-
nes a fenomenos como el crecimiento
de bacterias en medios de cultivo, pro-
pagacion de enfermedades y prolifera-
cion de células en organismos vivos [2].

La elaboracion de modelos matemati-
cos ha sido de gran utilidad en areas
como: Biologia, Fisiologia, Medici-
na, Farmacocinética y Epidemiologia.
En Medicina se han aplicado modelos
matematicos deterministicos y esto-
casticos, los mas usuales son los de-
terministicos en donde mediante ecua-
ciones se pueden controlar los factores
que estan inmersos en el fendmeno [3].

Modelos matematicos como el de
Gompertz pueden ayudar a predecir
proliferacion de virus y células cance-
rigenas [4]. La diversidad de enferme-
dades y sus correspondientes fuentes
de proliferacion han promovido mas
estudios y un mayor desarrollo de mo-
delamiento matematico para estudiar la
resistencia de bacterias y virus, tal es el
caso de modelos que estudian la resis-
tencia de la bacteria Salmonella en in-
teraccion con otras como el E.Coli [5].

En la Medicina el modelamiento ma-
tematico en combinaciéon con la si-
mulacion numérica ha logrado estu-
diar a profundidad la enfermedad del
Céncer, sus origenes, propagacion y

consecuencias [6]. El Cancer Gastri-
co ha sido un punto de analisis usando
Matematica, es asi que la Oncologia
Matematica da respuestas a cuestio-
namientos dirigidos, por ejemplo, a
la proliferacion de células cancero-
sas, canibalismo celular y la accion
contra restante de las células inmuni-
tarias [7]. El Sistema Inmunolégico y
su accion de defensa contra el Can-
cer se modela mediante sistemas de
ecuaciones como los de Kuzetsov y
Taylor, en donde se toman en cuen-
ta aspectos complejos como gene-
racion de tumores y metdstasis [8].

Los tratamientos para controlar el
avance del Céncer también son un
tema de estudio para el modelamien-
to matematico es asi que se plantean
soluciones para predecir el compor-
tamiento de las células cancerigenas
frente a la quimioterapia. El Mode-
lo Logistico de Verhults ha sido de
mucha aplicabilidad para estudiar
el crecimiento celular tumoral [9].

La proliferacion de células que resis-
ten a la accion de la quimioterapia se
puede modelar como una Ecuacion
Diferencial de Primer Orden o lla-
mada también Ecuacién Logistica de
Verhulst con PVI (Problema de Valor
Inicial) [10], que bajo ciertas condicio-
nes iniciales puede expresarse como:

2-2(-50)

dt TR

En donde R es el indice o nimero de
células que se proliferan en un instan-
te t, k es la constante de saturacion es
decir el valor limite al que la pobla-
cion celular resistente puede crecer y
T R el tiempo de duplicacion medi-
do en horas de las células resistentes.

El modelamiento matematico junto
con la simulaciéon numérica son pode-
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rosos aliados para predecir resultados
y analizar condiciones, a esto hay que
sumarle el uso de herramientas com-
putacionales que permiten agilitar los
calculos y tener una mejor apreciacion
de los resultados, es el caso, de MAT-
LAB, en donde mediante programacion
se puede obtener soluciones particula-
res a las Ecuaciones Diferenciales me-
diante Métodos Numéricos a proble-
mas biologicos [11]. Por ejemplo, con
MATLAB se pueden simular Sistemas
de Ecuaciones Diferenciales usadas en
Farmacologia [12]. Sin embargo, el
MATLAB demanda de cursos previos
de conocimiento de programacion y li-
cencias de manejo en las instituciones
involucradas en investigacion. Los re-
sultados que arroja MATLAB son fru-
to de la simulacion numérica mediante
el uso de Métodos Numéricos como el
de Runge-Kutta para resolver Ecuacio-
nes Diferenciales, esto deja a un lado el
analisis funcional, matematico y dina-
mico que podria brindar informacién
valiosa de la verificacion de un modelo
matematico contrastado con datos ex-
perimentales y con datos procesados
en otros programas computacionales.

El programa computacional GEOGE-
BRA es una alternativa para desarro-
llar un trabajo de simulacion inicial en
el que se puede, resolver Ecuaciones
Diferenciales de Primer Orden, mane-
jar factores inmersos y se puede usar
también su funcionamiento dinamico
para poder predecir y validar modelos
[13]. Los modelos biolégicos como el
Logistico de Verhulst se pueden re-
solver de manera algebraica y grafica
sin necesidad de programacion [14].

En carreras como la de Ingenieria en
Biotecnologia se han involucrado te-
mas relacionados a las Ecuaciones
Diferenciales en el pensum de estu-
dios, sus aplicaciones en la ingenie

riase haconvertido el nticleo de latema-
tica tanto para docentes investigadores
como estudiantes [15]. Los docentes
investigadores relacionados con temas
matematicos encuentran en GEOGE-
BRA un punto de inicio para analizar
ecuaciones de forma dinadmica, aplicar
el Célculo Diferencial e Integral y de
esta manera formar un nexo mas fuerte
entre la carrera y los estudiantes [16].

La base de GEOGEBRA es la Geo-
metria Dindmica, el uso de concep-
tos geométricos elementales como
las tangentes, segmentos, puntos,
areas, etc., establece un puente entre
la Geometria y el andlisis de funcio-
nes [17]. Las soluciones particula-
res de modelos bioldgicos, que son
funciones, pueden ser expuestos a
diversos casos mediante Geometria
Dindmica [18]. Se puede recurrir a
GEOGEBRA para simular resultados
de una epidemia por ejemplo [19].

El presente estudio expone los resulta-
dos de simulacion de la solucion parti-
cular de la Ecuacion Diferencial de la
proliferacion de células resistentes a la
quimioterapia, propuesto en el Estudio
y desarrollo de modelos matematicos
de resistencia celular a la quimioterapia
[10], usando el software libre GEOGE-
BRA con resultados algebraicos y gra-
ficos complementandose con la resolu-
cion de la ecuacion mediante la técnica
de separacion de variables. Se muestra
la solucién particular bajo ciertas con-
diciones iniciales (PVI). Con la herra-
mienta computacional GEOGEBRA
y su nivel de programacion interno se
pretende realizar un analisis grafico a
través del campo direccional para con-
firmar la validez del uso del modelo
logistico y un despliegue de resultados
que muestran una prediccidon sobre la
proliferacion de células resistentes a la
quimioterapia en diferentes instantes
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de tiempo. Estos resultados persiguen
contrastar, comparar y ampliar el ana-
lisis de la funcionalidad del modelo
propuesto en el Estudio y desarrollo
de modelos matematicos de resisten-
cia celular a la quimioterapia [10].
Los resultados obtenidos en la simu-
lacion por GEOGEBRA permitiran
complementar estudios preliminares
en las ciencias bioldgicas, alrededor
del tema de resistencia celular, asi
como también servird como referen-
cia para el estudio de las Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias y sus aplica-
ciones a nivel de educacion superior.

2. MATERIALES Y METODOS
2.1 Materiales

Para la simulaciéon del modelo mate-
matico de la proliferacion de células
resistentes a la quimioterapia se uso
la informacion derivada de trabajos
de investigacion sobre modelos mate-
maticos aplicados al comportamiento
celular en el Estudio y desarrollo de
modelos matematicos de resistencia
celular a la quimioterapia [10] y el sof-
tware computacional GEOGEBRA, de
libre acceso por Internet que ayuda al
aprendizaje de las matematicas y que
puede ser usado como una herramienta
de analisis matematico y de puesta a
prueba de la eficacia de modelos mate-
maticos que se presentan como Ecua-
ciones Diferenciales de Primer Orden.

2.2 Metodologia

2.2.1 Analisis Matematico prelimi-
nar

Se utilizé el método de separacion de
variables para la obtencion de la so-
lucién particular considerando el PVI
(Problema de valor inicial), sobre la
ecuacion (1), tomando en cuenta una
cantidad células resistentes iniciales R
para un t,

Se us6 como referencia el modelo ma-
tematico de la proliferacion de células
resistentes a la quimioterapia con PVI:

i_fz %( _E) (2)
R(ty) = Ro

La solucién que se obtendra para R(t,
)=R 0 cumplird con el Teorema de
Existencia y Unicidad de soluciones
de Ecuaciones Diferenciales.

Para corroborar el valor de saturacion
se calculd mediante limites el valor de
R(t) para cuando el tiempo es infini-
tamente grande, esto se lo hizo con la
expresion matematica:

lim R(t) (3)

2.2.2 Analisis por herramienta com-
putacional

Para hallar la solucién particular del
modelo matematico se recurri6 al sof-
tware GEOGEBRA, especificamen-
te a la vista CAS (Computer Algebra
System) y su comando “ResuelveE-
DO?”, en el que se insertd la Ecuacion
Diferencial, se definié la variable de-
pendiente e independiente y se puntua-
liz6 una condicién inicial tomando en
consideracion un tiempo t 0=0 y un
nimero de células resistentes inicial
R _0=4000, datos referenciales extrai-
dos de estudios preliminares [10]. Se
considera nuevamente que las solucio-
nes encontradas existen y son unicas
en los puntos de andlisis.

La ventana de la vista CAS se muestra
en la Figura 1.
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Se compar6 un ajuste obtenido en el
Analisis Matematico preliminar con
lo mostrado en el software. Para veri-
ficar la forma de la solucion particular
se generd ademas el campo direccional
relacionado a la Ecuacién Diferencial

Figura 1. Vista CAS y Vista Grafica del GEOGEBRA CLASICO. Comando “ResuelveEDO”

de primer orden, para lo cual se recu-
rri6 al comando “CampoDirecciones”
de la Vista Algebraica.

Se obtuvo una grafica combinada para
diferentes soluciones particulares y el
campo direccional, asumiendo valores
det yR

4+ CampoDirecciones{f(x. v))

A [} * L A ®  g=3 -
Al B @) L \ e

Figura 2. Vista Algebraica y Vista GRAFICA del GEOGEBRA CLASICO.
Comando “CampoDirecciones”
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Se amplio el analisis matematico con
el célculo de la velocidad de prolifera-
cion de células resistentes a la quimio-
terapia derivando la solucion particu-
lar y luego sometiéndola a diferentes
condiciones iniciales para un instante
de tiempo especifico. Se condicion6
en este caso a valores fijos de la cons-
tante de saturacion k y del tiempo de
duplicacién T R. Para hacer posible el
analisis de la proliferacion de células
resistentes se usaron las herramientas
geométricas del GEOGEBRA para tra-
zar tangentes a las curvas solucion en
un mismo punto y medir la inclinacién
de dichas tangentes mediante la pen-
diente.

Se parametrizd a la constante de sa-
turacion k y al tiempo de duplicacion
T R con la finalidad de revisar varios
escenarios cambiando estos valores
mediante la herramienta deslizador del
GEOGEBRA, para examinarlos poste-
riormente en un mismo instante t.

Finalmente se desarrolld un analisis
predictivo, sometiendo la solucion ha-
llada en la Vista CAS a ser evaluada
por diferentes valores de tiempo con
un intervalo de 0 a 90 horas con incre-
mentos de 5 horas, esto mediante la
Hoja de Célculo de GEOGEBRA.

3. RESULTADOS Y DISCUSION

3. 1 Solucion particular del modelo
matematico por analisis matemati-
co.

La solucién de la Ecuacion Diferencial
de primer orden resulta de usar el mé-
todo de variables separables. En el de-
sarrollo se contemplan las igualdades

@y ).

Jrn]m @

k
— = O
14+ Ce v

R =

La funcién R(t) corresponde a la
cantidad de células resistentes a la
quimioterapia en un instante t deter-
minado, esta ecuacion depende tam-
bién de dos factores importantes, de
la constante la saturacion k y del pe-
riodo de multiplicacion de celulas t,.

Para la solucion particular con con-
diciones iniciales R(t, )=R; la so-
lucion se muestra en la igualdad
(7) en donde la constante C es re-

emplazada por la relacion (6).
k —Rp
C= 6
7 (©
R= : (7)
B k—Rp\ -=
1+ ( R, )e B

El valor de saturacion k se lo calcu-
la a partir del crecimiento indefini-
do del tiempo sobre la variable R,
esto se muestra en la igualdad (8).

lim R(t) = lim

oo t—on k— RG‘ _t
()

(8)

Laigualdad (9) nos muestra que el valor
de saturacionk es equivalente aun valor
de R al que las células resistentes deben
aproximarse para tiempo prolongados.

lim R(t) = k (9)
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Se determinaron como condiciones
iniciales en t=0 R=4000 células resis-
tentes con una saturacion k de 7000 cé-
lulas con un tiempo de duplicacion t_
R=15 horas, tomando como referencia
lo establecido en Estudio y desarrollo
de modelos matematicos de resisten-
cia celular a la quimioterapia [10]. La
ecuacion ajustada al software compu-
tacional de la proliferacion de células
resistentes a la quimioterapia se repre-
senta en la igualdad (10).

28000
R=—— (10)
4+3e 15

Derivando la igualdad (10) se encontrd
ademas la rapidez de proliferacion de
células resistentes a la quimioterapia,
la expresion (11) es de mucha utilidad
para calcular la rapidez de prolifera-
cion para cualquier instante.

t

dR  5600e 15

dt _r
(4 +3e 15)

3.2 Solucion particular del modelo
matematico por herramienta com-
putacional.

En la vista CAS del GEOGEBRA se
muestran los resultados de varias so

> (11)

8

luciones particulares (familias de so-
luciones) del modelo de proliferacion
de células resistentes a la quimiote-
rapia en la Figura 3, incluyendo las
condiciones iniciales de t=0 R=4000
células resistentes con una saturacion
k de 7000 células con un tiempo de du-
plicacion T R=15 horas, estos valores
fueron fijados usando los deslizadores
en GEOGEBRA.

Las variable independiente y depen-
diente del modelo matematico fue-
ron sustituidas por x y y debido a que
GEOGEBRA maneja funciones car-
tesianas de manera directa, sin em-
bargo, esto no altera los resultados
finales. Notese que la condicion que
se va cambiando es el numero de cé-
lulas resistentes iniciales. Todas las
curvas solucion convergen al valor de
saturacion predeterminado k=7000.

La manera como las soluciones van
convergiendo al nivel de saturaciéon
varia de acuerdo a la condicion inicial,
esta condicion inicial es de mucha im-
portancia ya que de esto depende la ra-
pidez de proliferacion de células en un
instante determinado. Este resultado
se puede comparar con el obtenido en
anteriores estudios. Ver Figuras 3 y 4.

NCIH4E0/R

TF

Indice celular

1 1 1 L 1

0 20 40 60 80

L 1 1 L 1
100 120 140 160 180 200

Tiempo (horas)
Fig. 3. Ajuste del Modelo Logistico a los datos experimentales in Vitro de células resistentes a la quimio-

terapia mediante el uso de MATLAB. Fuente: Estudio y desarrollo de modelos matematicos de resistencia
celular a la quimioterapia [10].
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Figura 4. Soluciones para condiciones iniciales distintas. Con t=0, R=2000,R=3000,R=4000 y R=5000

células. Fuente: GEOGEBRA

Teniendo en cuenta los resultados ob-
tenidos en GEOGEBRA de las solu-
ciones particulares, estos muestran un
comportamiento logistico esperado en
donde las soluciones convergen suave-
mente hacia la saturacion, este compor-
tamiento también se lo puede observar
en el campo direccional en la Figura 5.
a través de la Vista Algebraica.

El campo direccional nos muestra pe-
quenos elementos de pendientes que
convergen hacia el valor de saturacion
k=7000. Cabe senalar que en la simu-
lacion en MATLAB también se utili-
zan las mismas condiciones iniciales
manejadas en GEOGEBRA. En MAT-
LAB el eje vertical usa indices de pro-
liferacion.

L] 1) ] 1 ) 1 1) ) 1) ) I’ i) 1 i) L} h ) i ) i ) i i) 1 Y L] h ) I
| " ! L] ) L} b L] ! ) N Y A ! L ! L] ! Y ! 1} h Y L] ! ! ! L] !
ey | M} S A lh 311y LY L3 L M L WL 1 L W L4 A LY LN . Y I L
it LERE Y DA EHA T TR L Wb % "% % L LI Yooh LR IR L S Y %
b N b b b b hY N A} by b b b b b A L A" LY L T b % LY L1 % L
P R SN S, .. WL, T L W W AL WL SUEE. W . WEEEL W . UREP. SREE. U . . G AP, T, B, VRS- S K . . ) B NS SEE. W R 1
S Em ey i e [N e B e A L S i B S . S Sy [ S (e Sy S T a1
mlm mlmm m i mm m m m omfm om o Mmoo mom T o o T o o om ow (m
e R e R N R
o I R e
|l e e B A i B T = B i
L i i L T (i
IR AR R SRS AR B ARE SRE R TART R B AR BT AN T RN ETAE B LR R BRI Y
doFE S FERT A T ARF S B ARF SR L A R A R R R R R AR A
sl | S opoi # ry # # # i s F Y £ oA i oo R # r s # #
£ o P & I e & & LE # i rd A F P £ F FAll £ - & r r AN
' 4 REANE SR Al LAREA REARE RREAN AR RCAET BN A N AR R AR B ARE AR AN
il A 4 & ’ # ’ # & # # i # /; E # & : e I i P & /; # i s £
PARE S B BBV SEF SN PSR, PARF SR AR FEEF R R RS L N R AR BEFJRE SR s
i RS B BT | "0 L.ART 4 CART ARC.AN TART A RN BRTLAR £ LRSI BN R AR B ARE ABY s s
3000 # # # # # # # * #* # #* ~ # )‘ # ra e & o, #* -~ ' #* ' ¥ - &
PN RS ] B ERE SR AR FERE S BY SRF ST BE TSR N B EES B S S W S U RO BN SR
' LAY A BT AN BT &1 LEREA BEARE ARE A0 S A F W FNF NS ST
MEH PP Y
PO P AR B RN SR SR F RN AR T SRy B F ARV R SR B AN SN S N B B AR LR N R B RS R
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Fig.ura 5. Campo direccional vs. Solucion particular. Fuente: GEOGEBRA

La rapidez de proliferacion disminu-
ye conforme cambian las condiciones
iniciales asi lo confirman las tangen-
tes trazadas en un mismo instante de

tiempo en la Figura 6.
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2000

k = 7000 = 1

2000

Too0

H000

-0 ) 10 a0 30

40 50 &0 7O &0 0

Figura 6. El cambio de pendiente de las tangentes nos indica el cambio de rapidez de proliferacion para un
mismo instante de tiempo t=20 horas. Fuente: GEOGEBRA

Los valores de pendientes extraidos
ml, m2 y m3 por el GEOGEBRA en
el instante t=20 horas estan expuestos
para tres casos de R(t 0 )=R 0, se tie-
ne un menor valor de rapidez cuando
la condicién de R_0 es mayor, se pue-
de tomar como referencia los casos t=0
R=4000 c¢lulas con una rapidez de
proliferacion de aproximadamente 64
células /hora y para t=0 R=5000 célu-
las con una rapidez de proliferacion de
aproximadamente 40 células /hora.

3.3 Resultados de simulacion para-
metrizando T Ry k.

En la Figura 7 se observan diferentes
valores de R para un mismo instan-
te de tiempo, en esta figura se verifi-
ca un comportamiento inversamente
proporcional entre Ry t,, es decir
si se amplia el tiempo de duplicacion
el namero de células resistentes dis-
minuyen en un determinado instante
de tiempo, en el grafico se observa
que para t=20 horas la curva R se
va haciendo mas suave conforme se

cambia el valor de T R representado
por el deslizador T del GEOGEBRA.

Para el caso de la constante de satu-
racion se muestra a continuacion los
resultados de mantener el tiempo de
duplicacion y cambiar los valores de k
en la Fig. 8.

La relacion entre R y k es directamen-
te proporcional si se parametriza con el
deslizador k la constante de saturacion,
la simulacion nos dice que a menor ni-
vel de saturacion menor es el nimero
de células resistentes a la quimiotera-

pia.

3.4 Resultados de prediccion para
un intervalo de medicion usando el
modelo de crecimiento de células re-
sistentes.

Con la contribucion de la igualdad
(10) se logrd realizar una prediccion
de resultados de proliferacion de cé-
lulas resistentes, en un intervalo de
0 a 90 horas, con incrementos de 5
horas se obtuvieron 19 datos, esto se
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Figura 7. Valores de R para diferentes valores de T, en un mismo instante de tiempo. Fuente: GEOGEBRA
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Figura 8. Valores de R para diferentes valores de k en un mismo instante
detiempo. Fuente: GEOGEBRA
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puede revisar en la Tabla 1. Se conclu-
ye que en un intervalo 0<t<60 horas
la proliferacion es creciente, mientras
tanto, que en un intervalo de 60<t<90
horas la tendencia es que el numero de
células resistentes a la quimioterapia
converja a un valor constante, lo cual
confirma que el modelo es logistico.

t | R

0 | 4000

5 | 4553.15
10 | 5053.92
15 | 5486.28
20 | 5844.55
25 | 6131.44
30 | 6354.96
35 | 6525.41
40 | 6653.28
45 | 6748.03
50 | 6817.59
55 | 6868.33
60 | 6905.15
65 | 6931.77
70 | 6950.98
75 | 6964.8
80 | 6974.74
85 | 6981.89
90 | 6987.01

Tabla 1. Cantidad de células resistentes vs. tiempo

Se puede visualizar en la Figura 9,
los 19 puntos en coordenada (t,R)
estos se ajustan a la grafica para las
condiciones iniciales t=0 R=4000.

En comparacion con los resultados
obtenidos en laboratorio in Vitro del
Estudio y desarrollo de modelos mate-
maticos de resistencia celular a la qui-
mioterapia [10], estos difieren debido a
que para la extraccion de los datos co-
rrespondientes al nimero de células en
determinada cantidad de horas se uso
en laboratorio un Analizador Celular
en Tiempo Real cuya medicion se basa
mediante la medicion de impedancia
por migracion celular [10], esto arroja
indices de crecimiento celular, sin em-
bargo los resultados de crecimiento y
saturacion son similares a los de pre-
diccion por GEOGEBRA y MATLAB.

i A B =
e | —a@ : tIR -
' k = 7000 2 0 4000
R
10000 H 3 5 455315
: T-15 4 10 505392
: P 5 15 548628
o000 ; 6 20 584455
! 7 25 6131.44
H 8 30 635406
2000 i ] 35 652541
i 10 40 6653 28
i) ! o.p QR S U VW Z A, 1 45 674803
i MM 12 50 681759
b 13 55 686833
e 1 14 80 690515
4 15 85 693177
1 i 1 70 5850 98
1
5000 G/’ i 17 75 60648
/ll' | 18 80 697474
]
oo : 19 85 686189
H 20 90 6987.01
H 21
3000 : 2
H 23
E 24
2000 : 25
! 26
! 2
! 28
! 29
0 10 b El] 40 50 &0 T0 &0 o0 A 2 30

Figura 9. Desarrollo de la tabla de valores y ajuste de los mismos a la grafica.
Fuente: GEOGEBRA
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4. CONCLUSIONES

Los resultados muestran que es posi-
ble realizar una simulaciéon del com-
portamiento de células resistentes a la
quimioterapia, a partir de modelos ma-
tematicos estructurados como Ecua-
ciones Diferenciales de Primer Orden
usando GEOGEBRA. En primera ins-
tancia el programa arroja una solucioén
particular que puede condicionarse a
diferentes problemas de valor inicial
y distintos valores de dos parametros
importantes del modelo como lo son la
constante de saturaciéon k y el tiem-
po de duplicacion t R. Esto le puede
dar un punto de partida al investigador
para analizar varios escenarios hipo-
téticos y poder inferir finalmente me-
diante la prediccion de resultados de
R en funcién de t. Los resultados de
simulacion pueden generar nuevas in-
terrogantes y a la vez ir descubriendo
relaciones entre variables y constantes
que pueden desencadenar a soluciones
en el ambito de la ingenieria en Biotec-
nologia. Si bien es cierto ya se han rea-
lizado simulaciones en MATLAB por
analisis numérico, los resultados en
GEOGEBRA no distan mucho de aco-
plarse a los realizados en laboratorio
y a los de ajuste de modelo obtenidos
usando programacion en MATLAB.

Los comandos del software GEOGE-
BRA para Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias no necesitan de lineas de
programacion y sus aplicaciones al
campo de la ingenieria permiten pa-
rametrizar, condicionar y predecir
mediante las soluciones encontradas.
Estas actividades en la practica com-
putacional desarrollan habilidades de
analisis y sintesis en estudiantes de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias.
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