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''A3 = '>AjCA2)('A3)
Cuando se consideran todos los grados de libertad, alamatriz °Afj se le suele denominar T. Así, dado un robot de seis
grados de libertad, setiene que laposiciónyorientación deleslabón fínal vendrá dada porlamatriz T:

T=% =''ATCA2}('A3)('A4)r<'s)(%)
Aunqueparadescubrir larelación queexisteentredoselementoscontiguossepuedehacerusodecualquiersistemade
referencia ligado acada elemento, laforma habitual que se suele utilizar en robótica es larepresentación de Denavlt-
Hartenberg.(4)

Algoritmo deDenavit- Hartenberg paralaobtención delmodelo
Denavit-Hartenbergpropusieron en 1955 un método matricialque permite establecerde manerasistemática un sistema
de coordenadas (Si) ligado acada eslabón ide una cadena articulada, pudiéndose determinaracontinuación las ecua
ciones cinemáticas delacadena completa.
Según larepresentación D-H, escogiendo adecuadamente los sistemas de coordenadas asociados para cada eslabón,
será posible pasar de uno alsiguiente mediante 4transformaciones básicas que dependen exclusivamente de las ca
racterísticas geométricas del eslabón.
Estas transformaciones básicas consisten enunasucesión derotacionesytraslacionesquepermitan relacionarelsistema
dereferencia delelemento i con elsistema delelemento i-1 Las transformaciones encuestión son lassiguientes:

Rotación alrededordel ejeZj. j un ángulo q¡.
Traslación alo largo deZj.j una distancia dfvectordi (0,0,d¡).
Traslación alo largo deX¡ una distancia ay vector ai (0,0,aj).
Rotación alrededordel eje X¡, un ángulo a¡.

Dado que elproducto de matrices no es conmutativo, las transformaciones se han de realizar en elorden indicado. De
estemodo setiene que:

'•'A ¡= T(z, qi)T(0,0,di) T(ai,0,0) T(x,ai)
Yrealizando elproducto dematrices:

"Al =

C0i - CajSOi SaiSoi aC0i

S0i CajCOi - SaiCOj aS0i

0 Sai Cai di

0 0 0 1

Donde q¡, a¡, d¡, a¡, son los parámetros D-Hdeleslabón I. De este modo, basta con identifícarlos parámetros q^ op dp
Op para obtenermatrices Ayrelacionarasitodosycada uno de los eslabonesdel robot.

Como seha indicado, para que lamatriz''̂ Aprelacione lossistemas (S¡)y (Sj. j), es necesario que los sistemassehayan
escogido de acuerdo aunas determinadas normas. Estas, junto con ladefinición de los 4parámetms de Denavit-Har
tenberg, conforman elsiguiente algoritmopara laresolución delproblema cinemático directo:
DH1. Numerar los eslabones comenzando con 1(primereslabón móvildéla cadena)yacabando con n(último eslabón
móvil). Se numerará como eslabón Oa labase fija delrobot.
DH2. Numerarcada articulación comenzandopor I (la correspondiente alprimergrado de libertadyacabando en n).
DH3. Localizareleje de cada articulación. Siesta es mtativa, elejeserásupropio eje de giro. Sies prismática, seráeleje
alolargo delcualseproduce eldesplazamiento.
DH4. Para ideOan-1, situar eleje Zi, sobre eleje delaarticulación i+1
DH5. Situar el origen del sistema de labase (SO) en cualquierpunto del eje ZO. Los ejes XO e YO se situaran dé modo
que formen un sistema dextrógiro con ZO.
DH6. Para i de la n-1, situar elsistema (Si) (solidario al eslabón i)enlaintersección deleje Zi con lalinea normal
wmún aZi-1 yZi. Siambos ejessecortasen sesituaría (Si) en elpunto de corte. Si fuesen paralelos (Si) se situaría en la
articulación i+1.

DH7.SituarXienlalínea normalcomún a Zi-T yZi.
DHS.Situar Tidemodo que forme unsistema dextrógiro con XiyZi.
DH9. Situar elsistema (Sn) en elextremo del mbot demodo que Zn coincida con ladirección deZn-1yXn seanormal
aZn-lyZn.
DH10. Obtener0icomo elángulo que hayque giraren torno aZi-1 para que Xi-1yXi queden paralelos.
DH11. Obtener Di comoladistancia, medida alo largo deZi-1, que habría quedesplazar (Si-1) para queXiyXi-1 que
dasen alineados.

DH12. Obtener Ai como ladistancia medida alo largo de Xi (que ahora coincidiría con Xi-1) que habría que desplazar
elnuevo (Si-1) para quesuorigen coincidiese wn(Si).
DH13. Obteneraicomo elángulo que habría quegirarentornoaXi (que ahora coincidiríacon Xi-1), paraqueelnuevo
(Si-1) coincidiese totalmente con (Si).
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DH14.Obtenerlas matricesde transformación /- lAi.

DH15. Obtenerla motriz detransformación que relaciona elsistema delabase con eldelextremo deimbot T=OAi,
1A2...n-lAn.

DH16. La matriz Tdefine laorientación (submatriz derotación)yposición (submatriz detraslación) del extremo re
ferido a la base en función de las n coordenadasarticulares.

Parámetros DHpara uneslabón giratorio.

Los cuatroparámetros de DH (qi, di, ai, ai) dependen únicamente delas características geométricas decada eslabóny
delas articulaciones que leunen con elanteriorysiguiente {fig: If!)

Eje j-1
Eje i Eje i+1

Elemento i
Elemento i-1 /-i^——

— — A

figífl
Ubicación deparámetros D-H

q¡ Es el ángulo que forman los ejes Xj.j yX¡ medido en un plano perpendicular aleje Z¡, p utilizando la regla de la
mano derecha. Setratadeunparámetro variable enarticulaciones giratorias.

dj Es la distancia alo largo del eje Zj.^ desde el origen del sistema de coordenadas (i- l)-esimo hasta laintersección
del ejeZ¡. j con eleje X¡. Se trata de un parámetro variable en articulacionesprismáticas.

ai Es ala distancia alo largo del eje X¡ que va desde la intersección del eje Z¡. j con el eje Xj hasta elorigen del sistema
i-esimo, enelcaso dearticulaciones giratorias. En elcaso dearticulaciones prismáticas, secalcula como tadistancia
mas corta entre los ejes Zp jyZj.

o¡ Es elángulo de separación del eje Zj. jyeleje Z¡, medido en un planoperpendicular aleje Xj, utilizando la regla de
la mano derecha.

Una vez obtenidos los parámetros DH, elcálculo delasrelaciones entre los eslabones consecutivos delrobotesinmediato,
yaque vienen dadasportas matrices A, que secalcula según laexpresión general.
Las relaciones entre eslabones noconsecutivos vienen dadas porlasmatrices Tque seobtienen como producto deun
conjunto dematrices A.

Obtenida lamatriz J, éstaexpresará laorientación (submatriz (3x3) derotación)yposición (submatriz (3x1) detrasla
ción) del extremo delrobotenfunción desus coordenadas articulares, con loque quedará resuelto elproblema cinemático
dlrecto.(5)

T =

nx ox ax Px

ny oy ay Py

nz oz az Pz

0 0 0 1

n o a p

0 0 0 1

Donde; n, oya esuna terna que representa laorientación ypesun vector que representa laposición.

DESARROLLO

Partiendo delas especificaciones entregadas por elfabricante del robot MOTOMAN deseis grados delibertad, las
cuales vienen dadas enforma gráfica yseobservan acontinuación enlafig. #2, donde sepueden encontrar las di
mensiones necesarias.
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Fig.#2

Robot manipulador MOTOMAN de seis grados de libertad

Una vez identificadas lasdimensiones, se ubican losejesysistemas
decoordenadas deacuerdo a las reglas del algoritmo deDenavit Har
ten berg, esto sepuede observar en la figura #3.

dts loe CBCB

Flg.#3
Ubicación desistemas decoordenadas para elrobot MOTOMAN

En la figura #3seobservan las dimensiones del robot, los sistemas
decoordenadas, lanumeración decada eslabón {en verde), ylanu
meración decada articulación que coincide con lanumeración delos
ángulos.
Para facilitar elanálisis, serealiza una gráfica con los sistemas deco
ordenadas únicamente, esto seveenlafigura #4.
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Fig.#4
Ubicación de sistemas de coordenadas

a6= mm

y6

d1«773aiM

Los parámetros DH sonlos siguientes:
Tabla# /

Parámetros DH del Robot MOTOMANdeseis articulaciones, los ángulos
seencuentran engrados, mientras quelasdimensiones seencuentran
en milímetros.

Articulación 6 a a

01 : 77^ 0 90

02 0 i 757 0

03 01 900 0

4 04 0 0 90

5 05 100 0 90

6 86 0 -50 0
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Las matrices depaso son:
Para i = 1:

%=

COS0J 0 sm0j 0

sinQj 0 -COS0J 0

0 1 0 773

0 0 0 1
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Para i =2

Para i - 4

cosds

sínd^
o

o

eos ^3

siiié'̂

O

o

sim^

cosdj

o

o

o

0

1

o

sin 6^

-eos ^5

O

O

757COSQ2
757sim^

0

1

Para i = 3

•i,=

Para í = 5

cos(61,) O sin(e^) O
sin(^4+90) O -eosítíi^ +OO) O

0 10 0

0 0 0 1

Para i = 6

o

0

100

1

^^5 =

cose^ 0 sine^ 0

sinQg 0 -cosBg 0

0 1 0 100

0 0 0 1

Para obtener la matriz Tdebemos multiplicar todas las matrices de paso, de acuerdo ala siguiente ecuación:

Para resolver esta ecuación se puede recurrir aalgún programa como MatLab donde se pueden realizar las multi
plicaciones de las matrices por medio de operaciones generales de MatLab, osi se desea se pueden utilizar herra
mientas especiales que MatLab tiene para robótica yque se las puede bajar de Internet.

También es factible utilizar Excel, en este trabajo por facilidad, se prefirió utilizarlo. Mediante ecuaciones se imple-
mentaron las fórmulas necesarias ycon la instrucción MMULT se realizó la multiplicación de las matrices.
Se dejó los parámetros DH como valores que se los puede cambiar para probar diferentes posiciones.
Para comprobar la validez del trabajo realizado, se hicieron varias pruebas, presentando acontinuación por su faci
lidad de entender, la prueba que resulta al colocar el robot completamente estirado, obteniéndose el resultado es
perado.
Los valores que el robot requiere para estar completamente estirado son:

Angulo
1

2

3

4

5

6

Valor engrados
O

90

90

O

O

o

Yse obtiene el siguiente resultado para la
matriz T:

-100 51

0 0 1 1

0 10 2.530

0 0 0 1

Donde lamatriz 3x3 nos dalaorientación,
mientras que laposición es:

px =

py =

pz =

51 mm

1 mm

2530 mm

Losvalores reales deberían ser:

px= 50mm
py = Omm
p2= 2530 mm

Como sepuede observar ladiferencia esmínima yesjustificable pues los valores delos ángulos enExcel setrabajan
enradianes, ypara 90grados seaproximó a1,57 radianes.

CONCLUSIONES

El modelado cinemático de un robot manipulador permite la solución del problema cinemático directo
el cual es una herramienta muy útil al momento de posicionar el efector final del robot para que este
pueda realizar tareas de gran precisión.
Para resolver el problema cinemático directo, es necesaria una identificación de las dimensiones del robot

O -50cos(Bg)
0 socosíSg)
1 o

o 1
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cinemático directo, basta tan solo conocer cuatro parámetros de cada articulación.
Es necesario seguir reglas especificadas en el algoritmo de Denavit hartenberg en especial ai colocar los sistemas
de coordenadas para conseguir una solución sin errores.
Una vez resuelto el modelo matemático, se lo puede programar en el controlador del robot, para que éste pueda
conocer la posición exacta de su efector final, para esto se debe ayudar de sus sensores propioceptivos.
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